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Передмова
Логiка (logos — слово, думка, розум) — сукупнiсть наук про закони та
форми мислення, про логiко-математичнi закони числення (формалiзо-
ваних символiчних мовах).

Закони вивiдного знання, тобто знання, отриманого iз ранiше вста-
новлених iстин, без звертання в кожному випадку до дослiду, а тiль-
ки завдяки застосуванню законiв i правил мислення, дослiджуються в
формальнiй логiцi, яка складається з двох наук: традицiйної логiки i
математичної логiки.

Традицiйна логiка — це перша ступiнь логiки вивiдного знання. Вона
вивчає загальнолюдськi закони логiки, без дотримання яких неможливе
нiяке мислення. Традицiйна логiка вчить тому, як правильно побуду-
вати мiркування, щоб при умовi правильного застосування формально-
логiчних законiв, прийти до iстинного висновку, виходячи з iстинних
посилок. Дотримання вимог традицiйної логiки — необхiдна умова по-
слiдовного, несуперечливого, обгрунтованого мислення.

Математична логiка — це друга ступiнь вивiдного знання. Вона вив-
чає тi ж самi закони мислення, що i традицiйна логiка, дослiджує опера-
цiї з тими ж формами мислення, але йде далi на шляху їх абстрагуван-
ня. Математична логiка застосовує математичнi методи i спецiальний
аппарат символiв, що вiдкриває новi шляхи до пiзнання законiв мислен-
ня. Математична (символiчна) логiка — це роздiл формальної логiки, у
якому вивчаються закономiрностi логiчних обгрунтувань.

Видатний вчений С.К. Клiнi писав, що це “логiка, яка розвивається
за допомогою математичних методiв”. Вiдомий росiйський логiк Марков
назвав її точною наукою, яка застосовує математичнi методи, тобто це
логiка за своїм змiстом i математика за своїми методами.

Сьогоднi математична логiка найдiєвiший iнструмент дослiдження
основ математики, обгрунтування математичної науки, теорiї матема-
тичних доведень, розв’язування важливих задач логiчного характеру.

Математична логiка виникла iз спроб формалiзувати процес логiч-
них мiркувань. Але, як виявилося пiзнiше, вона має досить багато прак-
тичних застосувань не тiльки у самiй математицi, а i за її межами: у
кiбернетицi, у теорiї програмування, у математичнiй лiнгвiстицi, меди-
цинi, юриспруденцiї та iн.

Тенденцiя генералiзацiї сучасних наук приводить до того, що все
бiльше розвиваються тi напрямки, якi дають можливiсть об’єднати за-
гальне в науках, на перший погляд далеких одна вiд одної. Особливе
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мiсце в цих зв’язках вiдiграє кiбернетика, до якої приєднуються такi
роздiли сучасної математики, як теорiя iнформацiї, теорiя iгор, мате-
матична статистика, математична логiка та iн.

Зв’язки математичної логiки з практикою сприяли розв’язанню ба-
гатьох проблем прикладного характеру. Водночас потреби практики
стимулювали розвиток самої логiки.

Зауважимо, що ми розглядатимемо “класичну” двозначну логiку, яка
застосовується в переважнiй бiльшостi роздiлiв сучасної математики.
Це зауваження слiд зробити, оскiльки iснує ще багато символiчних ло-
гiк: тризначна, n-значна, метрична, топологiчна, тощо (див. лог. слов-
ник).

Короткий iсторичний огляд виникнення та розвитку логiки.
Логiчна проблематика в iсторiї наукового пiзнання людства не могла

з’явитись ранiше нiж тодi, коли саме мислення стало предметом пiзнан-
ня. Вважають, що логiчна проблематика зародилась у Древнiй Грецiї
з появою вчень Парменiда Елейського та Гераклiта Ефеського. Як на-
ука формальна логiка виникла близько 2,5 тис. рокiв тому. Її творцем
вважається давньогрецький фiлософ Арiстотель (384 – 322 р.р. до н.е.).
Арiстотель народився у невеличкому мiстечку Стагiра на фракiйсько-
му узбережжi пiвострова Халькидика. Його батько Нiкомах був лiкарем
македонського царя Амiнта II. Арiстотель вчився разом з сином Амiн-
та — майбутнiм царем Фiлiппом II Македонським, i на протязi всього
життя був тiсно пов’язаний з македонським царським домом.

У вiцi 17 рокiв Арiстотель вiдправився в Афiни до великого мислите-
ля Платона i провiв у його школi — “академiї” 20 рокiв. Вiн був не тiльки
найбiльш талановитим учнем Платона, але i учнем самостiйним. Його
погляди не завжди збiгались з поглядами вчителя. Платон був творцем
об’єктивного iдеалiзму. Арiстотель займав середню позицiю мiж iдеалiз-
мом i матерiалiзмом.

У 343 р. до н.е. цар Фiлiп запросив друга свого дитинства до царсь-
кого двору для виховання свого сина Олександра. Коли Олександр сам
став царем Олександром Македонським, Арiстотель повернувся до на-
уки.

У 335 р. до н.е. вiн у передмiстi Афiн Лiкеї органiзовує школу, де
читає для молодi курси рiзноманiтних наук. Ця школа в iсторiї науки
вiдома як “перипатетична школа”. З точки зору сучасних наук Арiсто-
тель був i фiзиком, i бiологом, i психологом, i соцiологом, i фiлософом
(етиком, естетиком), i, нарештi, логiком.

Цей перiод його життя i творчостi став найбiльш продуктивним. Йо-
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го працi: “Категорiї”, ”Перша аналiтика”, “Друга аналiтика”, “Софiстич-
нi спростування” мiстили основи логiчного вчення. Потiм цi працi були
об’єднанi коментаторами Арiстотеля пiд загальною назвою “Органон”.

Логiка Арiстотеля давала методи для отримання нових знань, тобто
з сучасної точки зору уявляла методологiю науки.

В “Аналiтиках” Арiстотель вперше розробив один з основних роздi-
лiв формальної логiки — вчення про судження та силогiзми. На про-
тязi багатьох столiть цей роздiл ототожнювався з усiєю формальною
логiкою, а самi “Аналiтики” по значимостi часто спiвставляють з “По-
чатками” Евклiда.

Арiстотель вперше систематизував i проаналiзував прийоми мiрку-
вань, якi на той час вже широко використовувались його сучасниками,
вiн показав що правильне мiркування можна звести до системи невели-
кої кiлькостi правил, якi не залежать вiд конкретної природи об’єктiв
мiркувань. Це так зване арiстотелеве вчення про силогiзми.

Силогiзм (грец. syllogismos — обрахування) — умовивiд, в якому з
двох категоричних суджень, зв’язаних спiльним термiном одержується
третє судження, яке називається висновком. При цьому спiльний (се-
реднiй) термiн до нього не входить, наприклад: “з того, що всi метали
проводять електричний струм i деякi рiдини — метали, випливає, що
деякi рiдини є електропровiдними.”

Судження — форма думки, в якiй щось стверджується або запере-
чується вiдносно об’єктiв, явищ, їх властивостей, зв’язкiв та яка вира-
жає або iстину або хибнiсть вiдношень.

Силогiстiка (грец. syllogistikos — те, що виводить умовивiд) — вчення
формальної логiки про види та правила побудови силогiзмiв.

Пояснимо на деяких простих прикладах, що уявляє собою логiчний
висновок i якi висновки слiд вважати правильними, а якi - нi.

“Жодна жива iстота не є каменем, кожна людина — жива iстота,
отже, жодна людина не є каменем”. Схема цього силогiзму одна з най-
простiших:

Жодне В не є А.
Всi С суть В.

Жодне В не є А.

Або ще одна зрозумiла всiм схема:
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Всi А суть В.
Всi С суть А.

Всi С суть В.

Арiстотель пропонує таке мiркування по цiй схемi:

Всi двоногi iстоти — живi iстоти.
Всi люди — двоногi iстоти.

Всi люди — живi iстоти.

Арiстотель розглядав силогiзми в залежностi вiд порядку слiдуван-
ня термiнiв в посилках (перший термiн в судженнi часто називають
“пiдметом”, другий — “присудком”). Вiн подiлив силогiзми на чотири
типи, якi назвав фiгурами силогiзмiв. Кожна фiгура силогiзмiв мiстить
три судження i кожне з цих суджень незалежно один вiд одного може
мати чотири типи. Отже, в залежностi вiд того, який з чотирьох типiв
мають посилки i висновки, кожна фiгура розпадається на так званi мо-
дуси. Для кожної фiгури їх кiлькiсть складає 43 = 64. Всiх можливих
модусiв силогiзмiв, якi вiдносяться до всiх чотирьох фiгур 4× 64 = 256.

Але класифiкацiя форм силогiзмiв тiльки початок силогiстики. Най-
важливiшим є встановлення їх iстинностi або хибностi. Арiстотель деякi
з них означив як основнi, вибрав їх, по сутi, за аксiоми в силу їх оче-
видної правильностi. Iншi правильнi силогiзми вiн вивiв з них певними
перетвореннями, спираючись на основнi закони логiки.

Арiстотель сформулював такi правила логiчного висновку.

Правило 1 Якщо посилки iстиннi, то iстинними є i висновок.

Правило 2 Якщо умовивiд правильний в усiх випадках, то вiн пра-
вильний i в кожному окремому випадку.

Правило 3 Якщо умовивiд правильний в деяких окремих випадках,
то вiн правильний i в усiх випадках.

Звичайно, це не завжди правильно. Можна навести багато прикладiв як
правильної так i помилкової iндукцiї. Сучасна математика неповну iн-
дукцiю використовує лише як метод висунення гiпотези. Методом стро-
гого доведення є тiльки повна iндукцiя.

Основними законами логiки Арiстотеля, на основi яких вiн будував
доведення, є такi.
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– Закон тотожностi. Будь-яка думка тотожна собi, тобто об’єкт мiр-
кування повинен бути строго визначеним i незмiнним вiд початку
до кiнця мiркувань. Порушенням цього закону є пiдмiна понять.

– Закон непротирiччя. Два протилежних твердження не можуть бу-
ти одночасно iстиннi: одне з них обов’язково хибне.

– Закон виключення третього. Iстинне або твердження або його за-
перечення. (Tertium non datum — третього не дано).

– Закон достатньої пiдстави. Для твердження про iстиннiсть будь-
якої думки повинно бути достатньо пiдстав, тобто умовивiд необ-
хiдно обгрунтувати виходячи з тверджень, iстиннiсть яких вже
доведена.

Таким чином, вiн отримав серед 256 можливих силогiзмiв 19 пра-
вильних. Те, що iншi є неправильними вiн показав пiдбором конкретних
прикладiв, в яких обидвi посилки iстиннi, а висновок хибний.

Сучасна логiка доводить правильнiсть 15 модусiв. Розходження по-
яснюється тим, що Арiстотель допускав, що всi термiни не пустi, сучас-
на логiка не виключає “вироджених” випадкiв.

Але разом з тим, сучасна логiка значно розширила перелiк застосованих
схем.

(6) Софiзми. Свiй цикл логiчних праць, вiдомих пiд назвою “Орга-
нон”, Арiстотель завершує роботою “Про софiстичнi доведення”, в якiй
застосовує апарат своєї логiки для спростування софiзмiв.

Софiзм (грец. σωϕισµα — хитрiсть, уявна мудрiсть) свiдомо логiчно
хибне мiркування, яке видається за iстинне.

Всi погодяться з тим, що з твердження “яблука — це фрукти” вип-
ливає висновок, що “стиглi яблука — це стиглi фрукти”, а з того, що
“червень — це лiтнiй мiсяць” можна зробити висновок, що “теплий чер-
вень — це теплий лiтнiй мiсяць”. Такий вид дедуктивного мiркування в
логiцi називається виводом через обмеження третiм поняттям.

Щодо створення незвичайно цiкавих силогiзмiв, слiд згадати всiм
вiдоме iм’я автора “Алiси в країнi чудес” Льюiса Керролла.

Англiйська королева прочитала “Алiсу”. Книга їй дуже сподобалась
i королева наказала принести їй всi твори цього автора. Яке ж було
її здивування, коли вона побачила, що бiльшiсть книг присвячена ви-
щiй математицi. Так, мало хто сьогоднi пам’ятає професора математики
Чарлза Лютвiджа Доджсона з коледжу Крайст Черч в Оксфордi, але
всi знають його друге “я” — Льюiса Керролла.
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Льюiс Керролл (Ч.Л. Доджсон) розробив свою систему логiки, не
безперечну, але дуже новаторську. Вiн одним iз перших розробив сим-
волiчний i графiчний методи розв’язання логiчних задач, ввiв таблицi
iстинностi i придумав багато чого, що входить в арсенал сучасної ло-
гiки.Його силогiзми iнколи нiбито не вiдповiдають здоровому глузду,
але вони вчать мислити по правильних схемах. Наприклад:

Всiм, хто лисий не потрiбен гребiнець.
Всi ящiрки лисi.

Ящiркам не потрiбен гребiнець.

Видатний нiмецький вчений Готфрiд Вiльгельм Лейбнiц (1646 – 1716)
запропонував детальну програму логiчних дослiджень методами мате-
матики. Лейбнiц був унiверсальним вченим, що внiс свiй внесок в фiло-
софiю, юриспруденцiю, iсторiю, фiзику i математику. Вiн один з творцiв
диференцiального i iнтегрального числення, комбiнаторики, теорiї виз-
начникiв.

З арiстотелевою силогiстикою Лейбнiц ознайомився у 14-рiчному вi-
цi. Вiн розумiв, що логiчнi мiркування необхiдно перетворити в мате-
матичне алгебро-арифметичне числення. На жаль, його логiчнi пошу-
ки залишилися невiдомими до кiнця ХIХ ст.,коли вони були знайденi у
його архiвi i опублiкованi французьким математиком Л. Кутюра. Ста-
новлення математичної логiки, таким чином, затрималось приблизно
на 150 рокiв. I все ж програма логiчних дослiджень Лейбнiца здiйснила
подальший вплив на розвиток математичної логiки.

Батьком же математичної логiки вважається англiйський математик
i логiк Джорж Буль (1815 – 1864). Саме вiн побудував один з роздiлiв
формальної логiки у виглядi “алгебри”, аналогiчнiй алгебрi чисел, але
не звiдної до неї. Цiкавим є той факт, що Д.Буль, син сапожника не
отримав унiверситетської освiти, а вивчав математику самостiйно. Мо-
же завдяки цьому, не пов’язаний системою класичних знань, вiн i пiшов
своїм шляхом.

В працях Д.Буля з математичної логiки — “Математичний аналiз
логiки”, “Числення логiки”, “Дослiдження законiв думки” вiдображена
впевненiсть “про можливiсть вивчення властивостей математичних опе-
рацiй, здiйснюваних не обов’язково над числами”.

Необхiднiсть i можливiсть розширення формальної логiки з застосу-
ванням алгебраїчного апарату на той день стали очевидними. Незалеж-
но один вiд одного аналогiчнi дослiдження стали з’являтися у рiзних
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країнах. Так, росiйський математик, астроном i логiк Платон Сергiйо-
вич Порецький (1846 – 1907), побудував оригiнальний метод логiчного
числення, при якому деякi класи логiчних задач розв’язувалися анало-
гiчно тому, як розв’язуються рiвняння в алгебрi. Числення Порецького
у наш час стало корисним при розв’язаннi проблем, пов’язаних з кон-
струюванням автоматiв та обчислювальних приладiв.

Математична логiка як нова область математики була вперше пред-
ставлена в фундаментальнiй працi Уайтхеда i Бертрана Рассела “Principia
mathematika”.

Застосування суто математичних пiдходiв до логiки дало зручнi до-
помiжнi засоби для оформлення логiчних теорiй i обчислювальний ап-
парат для розв’язання задач, непосильних для змiстовного мiркування.

Були визначенi принципи побудови логiчних теорiй, що дозволило
виявити новi важливi логiчнi проблеми.

На базi математичної логiки став можливим розвиток математичних
теорiй як аксiоматичних теорiй з строго визначеними логiчними засоба-
ми. За допомогою апарату математичної логiки розв’язуються пробле-
ми, що з’ясовують загальнi властивостi математичних теорiй (напри-
клад, проблеми несуперечностi, повноти та iн.).

Наступний розвиток математичної логiки пов’язаний також з iме-
нами Аугуста де Моргана (1806–1871), Бенджамiна Пiрса (1839–1914),
Ернеста Шредера (1841–1902), Готлiба Фреге (1848–1925), Пеано (1858–
1932), Кутюра (1868–1914), та iн.

Значний вклад у розвиток математичної логiки було внесено працею
Гiльберта, Геделя, Поста, Черча, Венна, Джевонса, Генцена, Колмого-
рова, Новикова, Маркова.

На перетинi алгебри i математичної логiки виникла нова математич-
на теорiя — теорiя моделей, розвиток якої пов’язаний з iменами Тарсь-
кого, Мальцева, Робiнсона.

Сучасна математична логiка знайшла широке застосування в рiзно-
манiтних областях наукових дослiджень. Деякi з них, наприклад засто-
сування апарату логiки висловлень в теорiї релейно-контактних схем,
будуть розглянутi в нашому курсi.

Математична логiка дуже важлива для викладання математики. Во-
на дає можливiсть краще розумiти суть процесу доведення математич-
них тверджень, з’ясувати сенс поняття логiчного наслiдку, встановити
взаємозв’язки мiж теоремами (пряма, обернена та iн.). Символiка мате-
матичної логiки дозволяє стисло i точно записувати означення матема-
тичних понять, теорем та їх доведень. Вона дає викладачу засоби для
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формування в учнiв навичок точного, математично грамотного мислен-
ня.

Iсторично математична логiка розвивалася як алгебраїчна теорiя, в
якої зв’язки мiж логiчними поняттями виражалися за допомогою опе-
рацiй. Такий принцип по-будови математичної логiки отримав назву
алгебри (логiки) висловлень i алгебри (логiки) предикатiв. Його також
називають змiстовним (семантичним) принципом побудови математич-
ної логiки.

Поряд iз змiстовною побудовою математичної логiки виникла також
її побудова як формально-аксiоматичної (синтаксичної) теорiї числення
висловлень i числення предикатiв.

Треба зауважити, що алгебра висловлень та алгебра предикатiв вже
дають можливiсть ставити та розв’язувати досить серйознi проблеми,
тому iнколи ними вичерпують виклад математичної логiки.
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Основнi формули алгебри висловлень
1. Знайти значення iстиностi формули

1) (A⇒C) ∧ (B ∨ (C⇒A)), при|A| = 1, |B| = 0, |C| = 1;

2) (A⇔B)C⇒A ∨ (B⇔C), при|A| = 0, |B| = 1, |C| = 0;

3) (A⇒C) ∧ (B ∨ (C⇒A)), при|A| = 1, |B| = 0, |C| = 1.

2. Скласти таблицi iстиностi для формул алгебри висловлень

1) A⇒(BC);

2) A ∨B⇒AC;
3) (A⇒B)⇒((B⇒C)⇒(C⇒A));
4) (A⇒B)⇒((B⇒C)⇒(A⇒C));

5) (A⇔B) ∧ (AB ∨A B ).

3. Показати за означенням, що цi формули є тавтологiями

1) (A⇒B)⇒(AB⇒B);

2) (A⇒B)⇔(B⇒A);

3) B ∨ C ∨BC;

4) (A⇒A)⇒A;

5) (B⇒B)⇒B;
6) (A⇒B) ∨ (B⇒∧);

7) AB ∨A B ∨AB ∨AB.

4. Показати, що запропонованi формули алгебри висловлень не є то-
тожно iстинними.

1) (A⇒B)⇒(B⇒A);

2) (A⇒B)⇒(A⇒B);
3) (AB⇒C)⇔((A⇒B)⇒C);
4) (A⇒B)⇒((A⇒C)⇒(B⇒C));
5) (A⇔BC)⇔(A⇔B) ∧ (A⇔C).

5. Способом вiдшукання контрприкладу встановити, що запропонованi
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формули алгебри висловлень – логiчно iстинi (тотожностi).

1) (A⇒B) ∧ (C⇒D)⇒(A ∨ C⇒B ∨D);
2) A ∨B⇒((A⇒C) ∧ (B⇒D)⇒C ∨D) ;
3) (A⇒(B⇒C))⇒((A⇒B)⇒(A⇒C));
4) (A⇒(B⇒C))⇒((D⇒A)⇒(D⇒(B⇒C)));
5) (A⇒(B⇒C))⇒((D⇒B)⇒(A⇒(D⇒C)));
6) (A⇒(B⇒C))⇒((C⇒D)⇒(A⇒(B⇒D))).

6. Переконанися в тому, що цi формули алгебри висловлень є супереч-
ностями.

1) B ∧A ∧ (A⇒B);

2) A ∨B⇔A ∧ (B⇒B);

3) (A⇒(B⇒C)) ∧ (A⇒B) ∧AC.

7. Показати, що формула алгебри висловлень

(A⇒B) ∧ (A⇒B) ∧ (B⇒C) ∧ (B⇒C) ∧ (C⇒A) ∧ (C⇒A)

є виконуваною.
8. Скiльки рядкiв мiстить таблиця iстиностi для формул

1) A⇒B ∨ C ∨D,

2) ABC⇒D ∨ E ∨ F?

Не складаючи таблицi, визначити в скiлькох рядках її останнього стовп-
чика буде 1.
9. 1) Побудувати таблицю iстиностi для формули алгебри висловлень,
що мiстить рiвно три пропозицiйнi букви A,B, C i набуває рiвно один
раз значення 1. Скiльки може бути рiзних таблиць iстиностi з такою
властивiстю?

2) Аналогiчне питання для формули алгебри висловлень, яка мiстить
рiвно три пропозицiйних букви i набуває рiвно два рази значення “1”.

завдання для самостiйного розв’язання
Варiант 1

1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

(((P ∧Q)⇒R) ∧ ((P ∨Q)⇒R))⇒(P ∧Q ∧R).
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2. Яка з двох наведених формул є тавтологiєю ?

((B⇒C)⇒(A⇒B))⇒(A⇒C), (B⇒C)⇒((A⇒B))⇒(A⇒C)).

3. Якщо формули A∨B i A∨C є iстинними, то B∨C — також. Довести
це.
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається дистрибутивнiсть дiї
⊕ вiдносно ∧ ?
5. Довести, що для довiльних формул A,B,C справджується рiвносиль-
нiсть:

(A⇔B)⇔C ≡ A⇔(B⇔C).

Варiант 2
1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

(((P ∧Q)⇒R) ∧ ((P ∧Q)⇒R))⇒(P ∧Q ∧R).

2. Яка з двох наведених формул є тавтологiєю ?

(P⇔Q)⇒((P ∨R)⇔(Q ∨R)), ((P⇔Q)⇒(P ∨R))⇔(Q ∨R).

3. Якщо формули A∨B i B∨C є iстинними, то A∨C — також. Довести
це.
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається асоцiативнiсть дiї⇔
?
5. Довести, що для довiльних формул A,B,C справджується рiвносиль-
нiсть:

A⇒(B⇒C) ≡ (A ∧B)⇒C.

Варiант 3
1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

((P⇒Q) ∧ (R⇒S))⇒
(
(P ∧R)⇒(Q ∧ S)

)
.

2. Яка з двох наведених формул є тавтологiєю ?

a)(P⇔Q)⇒
(
(P⇒(P ∧R))⇔(Q⇒(Q ∧R))

)
,

b)
(
(P⇔Q)⇒((P⇒(P ∧R))

)
⇔(Q⇒(Q ∧R)).
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3. Якщо формули B⇒A i B⇒A є iстинними, то й формула B — також.
Довести це.
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається дистрибутивнiсть дiї
⇒ вiдносно ∨ ?
5. Довести, що для довiльних формул A,B,C справджується рiвносиль-
нiсть:

A⇒(B ∨ C) ≡ (B ∧ C)⇒A.

Варiант 4
1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

((P ∧Q) ∧ (P ∨Q))⇔((P⇒(Q ∨R))⇒(P⇒R).

2. Яка з двох наведених формул є тавтологiєю ?

((P ∧Q)⇒R)⇔(P⇒(Q⇒R)); (((P ∧Q)⇒R)⇔P )⇒(Q⇒R)).

3. Якщо формули A⊕B, B⇒C i A∨C є iстинними, то й формула A —
також. Довести це.1
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається дистрибутивнiсть дiї
⇔ вiдносно ∨ ?
5. Довести, що для довiльних формул A,B,C справджується рiвносиль-
нiсть:

((A ∧B)⇒C) ≡ A ∨ (B⇒C).

Варiант 5
1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

((P ∨Q)⇒R)⇒
(
(P⇒R) ∨ (Q⇒R)

)
.

2. Яка з двох наведених формул є тавтологiєю ?

Q⇒((P⇒(Q⇒R))⇒(P⇒R)), (Q⇒(P⇒(Q⇒R)))⇒(P⇒R).

3. Якщо формули A⇒B i C⇒B є iстинними, то й формула A ∨ C —
також. Довести це.
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається асоцiативнiсть дiї⇒
?

1Символ ⊕ позначає роздiльне або — логiчну операцiю, яка двом висловленням
A, B ставить у вiдповiднiсть висловлення A⊕B, яке iстинне лише в тому випадку,
коли рiвно одне з двох висловлень A, B iстинне.
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5. Довести, що для довiльних формул A,B,C справджується рiвносиль-
нiсть:

A⇒(B ∨ C) ≡ (A⇒B) ∨ C.

Варiант 6
1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

(P⇒(Q⇒R))⇔(Q⇒(P⇒R)).

2. Яка з двох наведених формул є тавтологiєю ?

(P⇒Q)⇒
(
(R⇒Q)⇒((P ∨R)⇒Q)

)
,(

(P⇒Q)⇒(R⇒Q)
)
⇒((P ∨R)⇒Q).

3. Якщо формула A⇒ (B⇒C) є iстинною, то й B⇒ (A⇒C) — також.
Довести це.
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається дистрибутивнiсть дiї
⊕ вiдносно⇒ ?
5. Довести, що для довiльних формул A,B,C справджується рiвносиль-
нiсть:

A⇒(B⇒C) ≡ B⇒(A⇒C).

Варiант 7
1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

P⇒(Q⇒P ).

2. Чи є тавтологiя серед двох наведених формул?

(A ∧B)⇔(A ∨B), (A ∧B⇔A) ∨B.

3. Якщо формула P⇒Q є iстинною, то й формула (P ∨R)⇒(Q∨R) —
також. Довести це.
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається дистрибутивнiсть дiї
∨ вiдносно⇔ ?
5. Довести, що для довiльних формул P,Q справджується рiвносиль-
нiсть:

P ∧ (Q ∨ P ) ≡ P.

Варiант 8
1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

(P⇒Q)⇒((P⇒(Q⇒R))⇒(P⇒R)).
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2. Чи є тавтологiя серед двох наведених формул?

A⇒(B⇔A ∨B), (A⇒B)⇔A ∨B.

3. Якщо формула P⇒Q є iстинною, то й формула (P ∧R)⇒(Q∧R) —
також. Довести це.
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається дистрибутивнiсть дiї
⇒ вiдносно ∨ ?
5. Довести, що для довiльних формул P,Q справджується рiвносиль-
нiсть:

P ∨ (Q ∧ P ) ≡ P.

Варiант 9
1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

P⇒(Q⇒(P ∧Q)).

2. Чи є тавтологiя серед двох наведених формул?

(P⇔Q) ∨ (P ∧Q), (P⇔(Q ∨ P )) ∧Q.

3. Якщо формула P ⇔ Q є iстинною, то й формула P ⇒ Q — також.
Довести це.
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається асоцiативнiсть дiї⇔
?
5. Довести, що для довiльних формул P,Q справджується рiвносиль-
нiсть:

P⇔Q ≡ P ∧Q ∨ P ∧Q

Варiант 10
1. Методом вiд супротивного пересвiдчитись, чи буде тавтологiєю така
формула

(P⇒Q)⇒((P⇒Q)⇒P ).

2. Чи є тавтологiя серед двох наведених формул?

(P⇒Q) ∧Q ∨R, P⇒Q ∧ (Q ∨ P ).

3. Якщо формули P⇔Q, Q⇔R є iстинними, то й B⇒P⇔R — також.
Довести це.
4. Чи має мiсце рiвносильнiсть, якою визначається дистрибутивнiсть дiї
⇒ вiдносно⇔ ?
5. Довести, що для довiльних формул A,B,C справджується рiвносиль-
нiсть:

(A⇒B)⇒(B ∧ C) ≡ AB ∨BC.
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Рiвносильнi формули алгебри висловлень.
Тотожнi перетворення в алгебрi висловлень

1. Виходячи з означення, довести рiвносильностi:

1) AB ∨AB ≡ (A ∨B)(A ∨B);

2) A ∨B⇒B ≡ B;

3) (A⇔B)(AB ∨B) ≡ AB;
4) (A⇒B)AB ≡ (A⇒B)A.

2. За допомогою тотожнiх перетворень довести рiвносильносi

1) (AB⇒C)⇒(A⇒C) ≡ A ∨B ∨ C;

2) (A⇒B) ∨ (A⇒C)⇒(A⇒(B⇒C)) ≡ A ∨B ∨ C;
3) (AB⇒C)⇒(C⇒AB) ≡ (C⇒A)(C⇒B).

3. Перетворити формулу алгебри висловлень у рiвносильну, зменшив-
ши число логiчних операцiй наскiльки можливо:
1) (A⇒B) ∧ (AB) ∨B

2) AB ∨BC ∨B

3) AB ∨AB ∨AB

4) (A ∨B)(B⇒A) ∨AC

5) (A⇒B)⇒B

6) (A⇒B)(A ∨BC)(A⇒C) ∨ C

7) (A⇒B) ∨ (C⇒B) ∨B

4. Чи є попарно рiвносильними такi тверження:

1) “Якщо A, то B” i “Якщо неправильно, що A, то неправильно, що
B”.

2) “B – необхiдна умова для A” i “B тiльки тодi, коли A”.

3) “B – необхiдна умова для A” i “qB – достатня умова для qA”.

4) “Неправильно, що A i B” i “Неправильно, що A i неправильно, що
B”.

5) “Неправильно, що A або B” i “Неправильно, що A або неправильно,
що B”.
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6) “Неправильно, що A i B” i “Неправильно, що A або неправильно,
що B”.

7) “Неправильно, що A тодi i тiльки тодi, коли B” i “A тодi i тiльки
тодi, коли B”.

8) “Неправильно, що A тодi i тiльки тодi, коли B” i “Неправильно,
що A тодi, коли B або неправильно, що A тiльки тодi, коли B”.

5. Застосовуючи закон контрапозицiї, замiнити запропонованi тверджен-
ня рiвносильними:

1) Якщо функцiя f iнтегровна на [a, b], то f обмежена на [a, b].

2) Якщо число n кратне 3 i кратне 5, то n кратне 15.

3) Якщо добуток двох чисел a, b рiвний 0, то хоч одне з цих чисел
рiвне 0.

4) Якщо добуток двох цiлих чисел m i n є непарним числом, то числа
m,n – непарнi.

6. Справедливе твердження α: “Для того, щоб точкова множина M була
обмеженою, достатньо, щоб вона була скiнченною”.

Якi iз запропонованих тверджень є логiчно еквiвалентними α:

1) Якщо точкова множина M обмежена, то вона скiнченна.

2) Якщо точкова множина M не є скiнченною, то вона не є обмеже-
ною.

3) Якщо точкова множина M не є обмеженою, то вона не є скiнчен-
ною.

7. Чи мають мiсце логiчнi еквiвалентностi, якi визначають:

1) переставну властивiсть iмплiкацiї;

2) розподiльчу властивiсть iмплiкацiї щодо кон’юнкцiї;

3) розподiльчу властивiсть iмплiкацiї щодо iмплiкацiї.



19

8. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула

1) (A⇒B) ∨ (A⇒C)⇒(A⇒(B⇒C));
2) (AB⇒C)⇒(A⇒C);
3) (A ∨ C)(B ∨D)⇒AB ∨ CD;

4) (A ∨B)(B ∨ C) ∧AC;
5) AB(A⇒B)⇔A.

9. Чи будуть функцiонально повними2 системи логiчних операцiй (зв’язок),
якi складаються з:

1) iмплiкацiї i константи 0;

2) заперечення еквiваленцiї, кон’юнкцiї i константи 1;

3) еквiваленцiї та заперечення.

завдання для самостiйного розв’язання
Варiант 1

1. За означенням довести рiвносильнiсть

(A ∧B) ∧ C ≡ A ∧ (B ∧ C)

2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула

(X1⇒X2)⇒((X1 ∨X3)⇒(X2 ∨X3)).

3. Перетворити формулу алгебри висловлень, звiвши кiлькiсть операцiй
до однiєї

(X1 ∨ (X2⇒X3)) ∧ ((X1 ∨X2) ∨X3) ∧ (X1 ∨X3 ∨X4).

4. Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб вона мiстила тiльки
операцiї заперечення i кон’юнкцiї

(X ∨ Y )⇒(X⇒Z).

2Система логiчних оперцiй {S} називається повною, якщо кожну булеву функцiю
можна виразити формулою, яка не мiстить жодних операцiй крiм тих, що входять
в {S}.
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Варiант 2
1. За означенням довести рiвносильнiсть

(A ∨B) ∨ C ≡ A ∨ (B ∨ C)

2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула

((X1 ∧X2) ∧ (X1 ∨X2))⇒
(
(X1⇒(X2 ∨X3))⇒(X1⇒X3)

)
.

3. Перетворити формулу алгебри висловлень, звiвши кiлькiсть операцiй
до однiєї

(X1⇒X2) ∧ (X1 ∨ (X2 ∧X3)) ∧ (X1⇒X3) ∨X3.

4. Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб вона мiстила тiльки
операцiї заперечення i кон’юнкцiї

((X ∨ Y ∨ Z)⇒X) ∨ Z.

Варiант 3
1. За означенням довести рiвносильнiсть

(A ∨B)C ≡ (A ∨ C)(B ∨ C)

2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула(

(X1⇒X2)∧(X3⇒X4)∧(X5⇒X6)
)
⇒

(
(X1 ∧X3 ∧X5)⇒(X2 ∧X4 ∧X6)

)
.

3. Перетворити формулу алгебри висловлень, звiвши кiлькiсть операцiй
до двох

((X1 ∨X2)⇒(X1 ∧X2 ∧X3)) ∨ (X1 ∧X3)

4. Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб вона мiстила тiльки
операцiї заперечення i кон’юнкцiї

(X ∨ (Y ⇒Z))⇒X.

Варiант 4
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1. За означенням довести рiвносильнiсть

A ∨BC ≡ (A ∨B)(A ∨ C)

2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула(

((X1 ∧X2)⇒X3) ∧ ((X1 ∨X2)⇒X3)
)
⇒(X1 ∨X2 ∨X3).

3. Перетворити формулу алгебри висловлень, звiвши кiлькiсть операцiй
до двох

(X1⇒X3) ∨ (X2⇒X3) ∨X3.

4. Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб вона мiстила тiльки
операцiї заперечення i диз’юнкцiї

((X ∧ Y ) ∨ Z)⇒(Z ∧ Y ).

Варiант 5
1. За означенням довести рiвносильнiсть

(A ∧B) ≡ A ∨B

2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула

(X1⇒X2)⇒((X1 ∧X3)⇒(X2 ∧X3)).

3. Перетворити формулу алгебри висловлень, звiвши кiлькiсть операцiй
до двох

(X3⇒X2) ∨ (X1⇒X2) ∨X2.

4. Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб вона мiстила тiльки
операцiї заперечення i диз’юнкцiї(

(X⇒(Y ∧ Z))⇒(Y ⇒X)
)
⇒Y .

Варiант 6
1. За означенням довести рiвносильнiсть

(A ∨B) ≡ A ∧B
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2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула(

(X⇒(Y ⇔Z)) ∧ ((X ∧ Y )⇒Z)
)
⇒(X ∨ Y ∨ Z).

3. Перетворити формулу алгебри висловлень, звiвши кiлькiсть операцiй
до однiєї

((X1 ∨X2) ∧ (X2⇒X1)) ∨ (X2 ∧X3) ∨ (X1 ∧X2) ∨ (X2 ∧X3).

4. Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб вона мiстила тiльки
операцiї заперечення i диз’юнкцiї

((X⇒Y ) ∧ (Y ⇒Z))⇒(X⇒Z).

Варiант 7
1. За означенням довести рiвносильнiсть

(X ∨ Y )(X ∨ Y ) ≡ Y.

2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула

(X⇒Y ) ∧ (Y ⇒X) ∧
(
(X ∧ Y ) ∨ (X ∧ Y )

)
.

3. Максимально спростити формулу алгебри висловлень

((B ∨ C)⇒BCD) ∨BD.

4. Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб знак заперечення не
стояв перед дужками, а стосувався лише пропозицiйних змiнних

(((X ∧ Y )⇒Y )⇒(X ∧ Z)).

Варiант 8
1. За означенням довести рiвносильнiсть

A ∨B ≡ A⇒B.

2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула(

(X⇒Y ) ∧ (Y ⇒Z)
)
⇒(X⇒Z).
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3. Максимально спростити формулу алгебри висловлень

(P ∧R) ∨ (P ∧R) ∨ (Q ∧R) ∨ (P ∧Q ∧R).

4. Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб знак заперечення не
стояв перед дужками, а стосувався лише пропозицiйних змiнних

((X ∧ Y ) ∨ Z)⇒(X ∧ Z).

Варiант 9
1. За означенням довести рiвносильнiсть (закон контрапозицiї)

X⇒Y ≡ Y ⇒X.

2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула

((X ∧ Y ) ∨ (X ∧ Z))⇔((X⇒Y ) ∧ (X⇒Z)).

3. Максимально спростити формулу алгебри висловлень

(P⇒Q) ∧ (Q⇒R) ∧ (R⇒P ).

4. Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб вона мiстила тiльки
операцiї заперечення, кон’юнкцiї та диз’юнкцiї

((X⇒Y ) ∧ (Y ⇒X))⇒(Z⇒X).

Варiант 10
1. За означенням довести рiвносильнiсть

A⇔B ≡ A ∧B ∨A ∧B.

2. Використовуючи перетворення в алгебрi висловлень, перевiрити, чи
є тавтологiєю формула

(C⇒B) ∨BA ∨BC⇒B.

3. Максимально спростити формулу алгебри висловлень

(P⇒Q) ∧ (Q⇒P ) ∧ (P ∨Q).

Перетворити формулу в рiвносильну так, щоб вона мiстила тiльки опе-
рацiї заперечення, кон’юнкцiї та диз’юнкцiї

(X⇒(Y ⇔Z))⇔((X⇒Y )⇔Z).
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Зведення формул алгебри висловлень до ДНФ
та КНФ i його застосування

1. Вказати, якi з наведених нижче формул є елементарними кон’юнк-
цiями або елементарними диз’юнкцiями:

1) A ∨ C ∨B;
2) AB ∨ C;

3) A1 ∨A3 ∨A4;

4) A;

5) A2A3A5.

2. Визначити, якi iз запропонованих формул є КНФ або ДНФ:

1) BBC ∨AB ∨AC ∨D;

2) A1A2 ∨A3(A4 ∨A5);
3) A;
4) qB;

5) (A ∨B)A BC;

3. Звести формули алгебри висловлень до ДНФ:

1) (A⇒B)(B⇒C);

2) (A⇒B)⇔(A⇒C);

3) (A⇒B)C⇔(A⇔B);

4) (AB⇒C)⇒(B⇔C);

5) q(A⇔B) ∧ (AC ∨B).
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4. Звести запропонованi формули до КНФ:

1) AB ∨ C;

2) AB ∨ CD;
3) (A⇒B)⇒AC;
4) q(A⇒BC) ∨BD;

5) A ∨ q(A⇒B);

6) (A⇒B);

7) (A⇒BC) ∨ (AD);
8) (A⇔B)⇒AC;
9) q(ABC)⇒(A⇒B).

5. Дана система пропозицiйних букв {A,B, C}. Звести до ДДНФ такi
формули:

1) AB ∨AC ∨BC;

2) A ∨ q(A⇔B) ∧ C;
3) A⇒BC;

4) A⇒(B⇒C);

5) q(AB ∨ C).

6. Довести рiвносильнiсть, скориставшись зведенням формули до ДДНФ:

AB ∨AC ∨BC ≡ AB ∨AC.

7. Дана система пропозицiйних букв {A1, A2, A3}. Звести до ДКНФ
такi формули:

1) (A1 ∨A2)(A1 ∨A3)(A2 ∨A3);

2) q(A1⇒A2A3);

3) A1A2⇒A1A2;
4) A2⇔A1A3.

8. Довести рiвносильнiсть, скориставшись зведенням формули до ДКНФ:

(B ∨ C)(B ∨D)(C ∨D) ≡ (B ∨ C)(B ∨D).
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9. Зобразити у виглядi ДДНФ та ДКНФ булевi функцiї fi = fi(A,B,C),
i = 1, 2, . . . , 7, визначенi таблицями iстинностi:

A B C f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

0 0 0 1 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 1 0 1 0

10. Побудувати контактну схему, яка вiдповiдає формулi алгебри кон-
тактних схем:

1) a + bc;
2) (a + b + c)(a + c);

3) ab + abc + bc;

4) ab + ac + abc;

5) ab + ac + ad + a(c + d).

11. За заданою схемою написати вiдповiдну їй формулу алгебри кон-
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тактних схем:

a) b

a

c

b

б)

b

a

c

a

b

c

в) d

c

a

b

b

a

c

d

12.Накреслити схему за формулою алгебри контактних схем, спростити
цю формулу, використовуючи рiвносильностi, аналогiчнi вiдповiдним
рiвносильностям алгебри висловлень i накреслити спрощену схему за
одержаною спрощеною формулою. (з вказаним в дужках числом кон-
тактiв)
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1) abc + abc + abc (до 3 контактiв);
2) (a + b)(a + b)(a + bc) (до 2 контактiв);
3) abc + ab + bc + b (до 3 контактiв);
4) (a + b + c)(a + b + d)(a + b+

+d)(a + b + c) (до 3 контактiв);
5) (a + b)(a + c)(b + c) (до 4 контактiв);
6) (a + b + c)(b + d)(a + c + e)(d + e) (до 5 контактiв);
7) (a + b)(b + c)(a + c) (до 4 контактiв);
8) ab + bc + ac (до 4 контактiв).

13. Замiнити контактну схему рiвносильною, зменшивши число кон-
тактiв у нiй:
a)

d

c

b

a

c

a

b

d

a

б)

a

b

c

b

a

c

a

a

b

14. До великиого залу можна ввiйти або вийти через 4 дверей. Побуду-
вати схему, яка б дозволяла ввiмкнути свiтло при входi у будь-якi дверi
i вимкнути перед виходом через будь-якi дверi.
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завдання для самостiйного розв’язання

Варiант 1
1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень

((X⇒Y )⇔(Z ∨X))⇒X.

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi

(X ∧ (Y ∨ (Z⇒U)))⇔(X ∨ (Y ⇔Z)).

3. Спростити схему

g

a d

b c

a b

d c

e f

f

4. Кожен з трьох членiв комiтету голосує “за”, натискуючи кнопку.
Скласти схему, яка вмикає електричну лампу, якщо не менше двох лю-
дей голосує “за”.
5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, якою реалiзується формула (X⇔Y )⇔
Z.

Варiант 2
1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень

((X ∧ Y )⇒Z) ∨ (X ∧ (Y ⇒Z)).

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi

(X ∧ (Y ∨ (Z⇒U)))⇔(Y ⇒(U⇔X)).
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3. Спростити схему

x

u
x y

x y

x y z

z

y

u

y

4. Скласти контактну схему з 5 контактiв x1, x2, . . . , x5, яка спрацьову-
вала тодi i тiльки тодi, коли замкнено точно 3 контакти.
5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, яка рiвносильна формулi ((X ∧ Y )⇒
Z)⇔X.

Варiант 3
1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень(

X⇔((Z ∧ Y )⇒X)
)
∨ (Y ∧ Z).

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi(

X ∧ (Z⇒(Y ∨ U))
)
⇒(Y ⇔(X ∧ Z)).

3. Спростити схему

a
a x

a c
b c

a d

c d e

g
e

4. Скласти схему з 4 контактiв x1, x2, . . . , x4, яка спрацьовувала тодi i
лише тодi, коли замкнено деякi, але не всi контакти.
5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, якою реалiзується формула ((X ∨ Z)⇔
Y )⇒X.

Варiант 4
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1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень(

(X⇔(Y ∨ Z))⇒(Y ∧X)
)
⇒(Y ∨ Z).

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi(

(X ∧ (Y ⇒Z)) ∨ U
)
⇒(Y ⇒(X ∨ Z)).

3. Спростити схему

a

b

c

b

a

c

a

a

b

d

d

4. Скласти схему з 3 контактiв x1, x2, x3, яка спрацьовувала тодi i тiль-
ки тодi, коли замкнено не бiльше 2 контактiв.
5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, якою реалiзується формула (X⊕Y )⇒Z.

Варiант 5
1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень(

((X ∧ Y )⇔Z)⇒((X ∨ Y )⇒Z)
)
⇔(X ∨ Y ).

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi(

X ∧ ((U⇒V ) ∨ Y )
)
⇒(X⇒(Y ∧ U)).

3. Спростити схему
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a

d

c b e

c b b

e

a

a

b

4. Скласти схему з 4 контактiв x1, x2, . . . , x4, яка спрацьовувала тодi i
лише тодi, коли замкнено рiвно 3 будь-яких контакти.
5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, якою реалiзується формула (X⇔Y )⊕Z.

Варiант 6
1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень

(X⇒(Y ∨ Z))⇔
(
(X ∧ Y )⇒(X ∨ Z)

)
.

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi(

(X ∨ Y )⇒(Z ∧ (X ∨ U))
)
⇔(X ∨ U).

3. Спростити схему
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4. Комiтет складається з 5 чоловiк. Побудуйте схему, яка вмикає лам-
почку тодi коли бiльшiсть проголосувала “за”, натиснувши на кнопки.
5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, яка рiвносильна формулi (X ∧ Y )⇔
(x ∨ Z).

Варiант 7
1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень

((X ∨ Y ) ∧ (X ∨ Z)) ∨ (Y ∧ (Z ∨X)).

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi

(X⇔Y ) ∧ (Z⇒T ).

3. Побудувати схему за формулою алгебри контактних схем.

x(yz + x + y).

Спростити формулу, побудувати спрощену схему.
4. Скласти схему, яка реалiзує формулу x⊕ y.
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5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, якою реалiзується формула (X ∨ Z) ∧
(X⇒Y ).

Варiант 8
1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень

(X ∧ Y )⇒(X ∨ Y ).

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi

(X ∨ Y ) ∧ (X ∨ Y ∨ Z) ∧ Z.

3. Побудувати схему за формулою алгебри контактних схем.

(x + y)(zy + x) + x.

Спростити формулу, побудувати спрощену схему.
4. Скласти схему з 3 контактiв, яка спрацьовувала б тодi i лише тодi,
коли замкнено не бiльше нiж 2 контакти.
5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, якою реалiзується формула (X⇒ (Y ⇒
Z))⇒((X⇒Z)⇒(X⇒Y )).

Варiант 9
1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень

X ∨ (Y ⇒(Z⇔(X ∧ Y ))).

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi

X ∧ (Y ∨ Z) ∧ (X ∨ Y ∨ Z).

3. Побудувати схему за формулою алгебри контактних схем

((x y + y) + xy)x.

Спростити формулу, побудувати спрощену схему.
4. Скласти схему з 2 контактiв x1, x2, яка реалiзує еквiваленцiю x1⇔x2.
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5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, якою реалiзується формула ((X⇒Y )⇒Y )⇒
(X⇒(Y ∧X)).

Варiант 10
1. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для
формули алгебри висловлень

(X⇔Z)⇒(X ∧ Y ).

2. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ
та КНФ, рiвносильнi формулi

((X ∧ Y )⇒X) ∧ ((X ∧ Y )⇒Y ).

3. Побудувати схему за формулою алгебри контактних схем

xy + (z + (x + y)) + z.

Спростити формулу, побудувати спрощену схему.
4. Скласти схему з 4 контактiв x1, x2, . . . , x4, яка спрацьовувала тодi i
лише тодi, коли замкнено не бiльше нiж 2 контакти.
5. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть входжень змiнних) ДНФ, якою реалiзується формула (X ∨ Z) ∧
(Y ∨ Z).
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Вiдношення логiчного наслiдку
в алгебрi висловлень.

Сумiснiсть множини висловлень

1. Визначити, якi iз запропонованих схем є правильними, а якi – непра-
вильними.

1) α⇒β, α � β;

2) β⇒α, α � β;
3) α⇒β, α⇒β � β.

2. Доведiть коректнiсть схем непрямого виводу:

1) α⇒β, α⇒β � α;
2) α⇒β, β⇒α � α;
3) α⇒α � α;
4) α⇒α � α.

3. Чи правильно стоїть знак � у спiввiдношеннях

1) (X ∧ Y )⇒Z, (X ∨ Y )⇒Z � X ∧ Y ∧ Z;

2) X⇒Y, X⇒Y � X;

3) X⇒Y ,Z⇒X,Y � Z;

4) X⇒Y, X⇒Y ,� X ∨ (Z⇔U);

5) (X ∧ Y ) ∨ Z, X⇒U, Y ⇒U,Z � X⇒(Y ∨ U);

6) X⇒Y, X⇒Z � Y ∨ Z ?

У наступних вправах визначити, чи є правильними (логiчними) мiр-
кування.
4. Якщо паралелограм ABCD – прямокутник, то його дiагоналi рiвнi.
Дiагоналi паралелограма ABCD рiвнi. Отже, ABCD – прямокутник.
5. π – число трансцендентне тiльки тодi, коли π є iррiацiональним чис-
лом. π – число iррацiональне. Отже, π – трансцендентне число.
6. Якщо Петров є членом нашої хоккейної команди, то вiн обов’язково
хоробрий i добре володiє технiкою удару. Але вiн не належить до нашої
команди. Отже, вiн або не хоробрий, або ж не володiє технiкою удару.
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7. Cтудент не складе екзамен, якщо погано до нього пiдготується. Якщо
ж вiн не складе екзамен, то не буде отримувати стипендiю. Отже, якщо
студент погано пiдготується до екзамену, то вiн не буде мати стипендiю.
8. Якщо число розкладається в добуток s рiзних простих чисел, то во-
но має 2s рiзних дiльникiв. Дане число має точно 2s рiзних дiльникiв.
Отже, воно розкладається в добуток s рiзних простих чисел.
9. Якщо кут вписано в коло, то можливий один з троьх випадкiв: дiа-
метр кола, проведений з вершини кута, лежить поза кутом, є його сто-
роною, або лежить всерединi кута. У кожному з цих випадкiв дово-
диться, що кут вимiрюється половиною дуги, на яку спирається. Отже,
довiльний кут, вписаний в коло, вимiрюється половиною дуги, на яку
спирається.
10. Якщо формула F алгебри логiки нейтральна, то її область iстин-
ностi непорожня, але мiстить не всi бульовi вектори. Оскiльки областi
iстинностi формул F та F взаємно доповнюють одна одну, то область
iстинностi формули F також непорожня, причому не збiгається з усiєю
множиною векторiв. Отже формула F також нейтральна.
11. Якщо формула алгебри логiки F (x1, x2, . . . , xn) має область iстин-
ностi, що складається з 2n бульових векторiв, то вона тавтологiя. Отже,
ця формула є логiчним наслiдком з довiльної формули G(x1, x2, . . . , xn)
i, крiм того, тiльки тавтологiї будуть логiчними наслiдками з неї. А то-
му їх областi iстиностi також складаються з 2n векторiв. Таким чином,
якщо дана формула вiд змiнних x1, x2, . . . , xn має область iстиностi, яка
складається < 2n векторiв, то F є її логiчним наслiдком, але не навпаки.

завдання для самостiйного розв’язання
Варiант 1

1. Чи правильно стоїть знак � у спiввiдношеннях

a) X⇒Y, Y ⇒Z,Z⇒U � X⇒U ;

b) X ∧ Y ∧ Z, Y ⇒Z, Y ⇒X � Y ⇒(X ∨ Z) ?

2. Довести, що для довiльних формул A,B,C алгебри висловлень з того,
що

A � C, B � C

випливає, що A ∨B � C.
3. Чи є логiчними такi мiркування:

Якщо x+3 =
√

3− x, то x2+6x+9 = 3−x. Але x2+6x+9 = 3−x тодi
i лише тодi, коли (x+6)(x+1) = 0. А це в свою чергу, виконується тодi i
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тiльки тодi, коли x = −6 або x = −1. Отже, лише −6 та −1 можуть бути
коренями рiвняння x+3 =

√
3− x, тобто з x+3 =

√
3− x випливає, що

x = −6 або x = −1.
Обгрунтуйте вiдповiдь на основi поняття логiчного наслiдку.
4. Чи будуть суперечливими 3 такi набори формул

a) X⇔Y ,X⇒Z, X ∨ Z,Z⇒Y ;

b) (X ∨ Y )⇒Z,X ∧ Y ∧ Z ?

5. Довести, що для довiльних формул A1, A2, . . . , An, B спiввiдношен-
ня A1, A2, . . . , An � B виконується тодi i тiльки тодi, коли має мiсце
тавтологiя A1⇒(A2⇒(. . .⇒(An⇒B) . . .)).

Варiант 2
1. Чи правильно стоїть знак � у спiввiдношеннях

a) X⇒Y, Z⇒U, Y ∨ U � X ∨ Y ;

b) X⇒Y ,X⇒(Y ∨ Z), Z � X ∨ Y ?

2. Довести, що для довiльних формул A,B,C алгебри висловлень з того,
що

A � B, A � C

випливає, що A � B ∧ C.
3. Чи є логiчними такi мiркування:

Якщо x − 2 =
√

x− 2, то x2 − 4x + 4 = x − 2. Але остання рiвнiсть
має мiсце лише тодi, коли (x − 2)(x − 3) = 0, а це виконується лише в
тому випадку, коли x = 2 або x = 3. Отже, x = 2 та x = 3 – коренi
початкового рiвняння, тобто з x = 2 випливає x−2 =

√
x− 2, та з x = 3

випливає x− 2 =
√

x− 2,
Обгрунтуйте вiдповiдь на основi поняття логiчного наслiдку.
4. Чи будуть суперечливими такi набори формул

a) X⇒Y ,Z⇒Y, Z ∧X;

b) (X ∧ Y )⇔Z, (X ∧ Y ∧ Z) ∨ (X ∧ Y ∧ Z) ?

5. Якщо A1, A2, . . . , An � B1, A1, A2, . . . , An � B2, . . . , A1, A2, . . . , An �
Bs та B1, B2 . . . , Bs � C, то A1, A2, . . . , An � C. Довести це.

3Набiр формул F1, F2, . . . , Fs називається суперечливим, якщо логiчним наслiд-
ком з формул F1, F2, . . . , Fs є тотожньо хибнi формули.
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Варiант 3
1. Чи правильно стоїть знак � у спiввiдношеннях
a) (X ∧ Y )⇒Z,U⇒(V ⇒W ), Z⇒(V ⇒W )�X⇒(Y ⇒U);
b) X⇒Y,Z⇒U, Y ∧ Z � X ∧ Y ?

2. Довести, що для довiльних формул A,C алгебри висловлень з того,
що

A � C, A � C

випливає, що � C.
3. Чи є логiчними такi мiркування:

Якщо
√

2 – рацiональне число m
n (нескоротний дрiб), то m2 = 2n2.

Найвищий степiнь двiйки, який є дiльником m2 – парний. Оскiльки
з рiвностi m2 = 2n2 випливає, що m2 дiлиться на 2, то цей степiнь
бiльше двох. Отже, m дiлиться на 2. А тому n– непарне, тобто найвищий
степiнь двiйки, на який дiлиться 2n2 дорiвнює 1 (<2). А це неможливо,
бо m2 = 2n2. Таким чином,

√
2 – iррiцiональне число.

Обгрунтуйте вiдповiдь на основi поняття логiчного наслiдку.
4. Чи будуть суперечливими такi набори формул

a) X⇔Y, X⇒Z, X ∨ Z,Z ∨ Y ;

b) (X⇔Y ) ∨ Z, (X ∧ Y ∧ Z) ∨ (X ∧ Y ∧ Z) ?

5. Якщо A1, A2, . . . , An, B � C, то A1, A2, . . . , An, C � B. Довести це.
Варiант 4

1. Чи правильно стоїть знак � у спiввiдношеннях

a) X⇒Y, Z⇒Y , (U⇒X)⇒Z � (V ∨X)⇒(V ⇒U);
b) X⇔Y, Y ⇒(X⇒Z) � X ∧ Y ∧ Z ?

2. Довести, що для довiльних формул A,B,C алгебри висловлень з
A ∨B � C випливає, що A � C, i B � C.
3. Чи є логiчними такi мiркування:

Дискримiнант ∆ квадратного тричлена x2+2x+5 менший нуля. Але
з того, що ∆ < 0 випливає, що тричлен не має дiйсних коренiв. Отже
вiн завжди набуває або тiльки додатнi, або вiд’ємнi значення. Останнє
буде тодi i лише тодi, коли старший коефiцiєнт тричлена вiд’ємне число.
Але це не так. Отже, даний тричлен набуває тiльки додатнiх значень.
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Обгрунтуйте вiдповiдь на основi поняття логiчного наслiдку.
4. Чи будуть суперечливими такi набори формул

a) X⇒Y ,X⇒Z, (Y ∨ Z)⇒U,X ∨ U ;

b) (X ∧ Y ) ∨ Z, (X ∧ Z)⇒Y ?

5. Нехай F1, F2, . . . , Fs – довiльнi формули. Тодi, якщо формула F1⇒
(F2⇒(. . . (Fs−1⇒Fs) . . .)) тотожно хибна, то F1, F2, . . . , Fs – суперечли-
вий набiр формул. Доведiть це. Чи справедливе оберене твердження?

Варiант 5
1. Чи правильно стоїть знак � у спiввiдношеннях

a) X ∧ Y ∧ Z, Y ⇒Z, Y ⇒X � Y ⇒(X ∨ Z);

b) X⇒Y,Z⇒Y ,X ∧ Y � Y ⇒X ?

2. Довести, що для довiльних формул A,B,C алгебри висловлень з
A⇒B � C випливає, що A ∧B � C.
3. Чи є логiчними такi мiркування:

Намiчена атака пройде вдало, якщо почнеться несподiвано для су-
перника, або ж його позицiї будуть погано захищенi. Захопити його зне-
нацька можна лише тодi, коли вiн досить безпечний. Але, якщо його
позицiї погано захищенi, вiн не буде безпечним. Отже атака не вдаєть-
ся;
Обгрунтуйте вiдповiдь на основi поняття логiчного наслiдку.
4. Чи будуть суперечливими такi набори формул

a) X⇒Z, Y ⇒Z, (U⇒X)⇒Y,X ∨ (Y ∧ U);

b) (X ∧ Y )⇒Z, (X ∧ Y )⇒Z,XY ∨XY ?

5. Нехай Γ – деяка множина формул i ∆ ⊂ Γ. Якщо ∆ � A то i Γ � A.
Доведiть це.

Варiант 6
1. Чи правильно стоїть знак � у спiввiдношеннях

a) X⇒(Y ⇒Z), Y � X⇒Z;

b) X⇒(Y ⇒(U ∨ V )), X ∧ U � Y ⇒(U ∨ V ) ?

2. Довести, що для довiльних формул A,B,C алгебри висловлень з
A⇔B � C випливає, що A ∧B � C.
3. Чи є логiчними такi мiркування:
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Якщо студент А одягає плаща, то надворi дощ, або ж сильний вiтер,
то, якби було ще й холодно, студент одягнувся б значно теплiше. Але
це не так. Отже, надворi немає сильного вiтру.
Обгрунтуйте вiдповiдь на основi поняття логiчного наслiдку.

4. Чи будуть суперечливими такi набори формул

a) X⇒(Y ∨ Z), Y ⇒U,Z⇒U,X ∧ U ;

b) X ∧ Y ∧ Z,X⇒(Y ∨ Z), Y ⇒(X ∨ Z) ?

5. Нехай A1, A2, . . . , An, B, C — довiльнi формули. Якщо A1, A2, ..., An, B �
C i A1, A2, ..., An, B �C, то A1, A2, ..., An � C. Доведiть це.
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Дiї над предикатами. Формули логiки пердикатiв.
Запис математичних тверджень у виглядi формул логiки

пердикатiв.

завдання для самостiйного розв’язання
Варiант 1

1. Нехай предикати P1(x, y), P2(x, y), T (x) визначено на множинi {a, b, c}
такими таблицями значень
P1(x, y) : P2(x, y) : T (x) :
x�y a b c
a 1 0 1
b 1 1 0
c 1 0 1

x� y a b c
a 1 1 0
b 0 1 1
c 0 0 0

x T (x)
a 1
b 0
c 1

Побудувати таблицi значень предикатiв

a) ∃y (∀xP1(x, y)⇒P2(x, y))⇔T (x);
b) ∃x (T (x)⇔∀yP1(x, y)) ∧ P2(x, y);
c) ∀x∃y (∀xT (x)⇒(∃yP1(x, y) ∨ ∀xP2(x, y))).

3. Виразити через Б, M,C,D 4 такi предикати: “x брат y”, “x тiтка y”,
“x бабуся y з боку батька”, “x стрий y”.
4. Виразити через S, D 5 такi предикати над множиною N : а) “x > y”;
б) “x – просте число”; в) “x = 1”; г) “x ≡ y( mod 2)”.
5. Записати у виглядi формул в сигнатурi S та D з попередньої задачi
такi твердження: а) дiя множення натуральних чисел комутативна; б)
кожне парне число є сумою трьх простих чисел; в) множина простих
чисел-близнюкiв скiнченна.
6. Нехай предикати P1(x) =“x– точка”, P2(x) =“x– пряма”, P3(x, y) =“точка
x лежить на прямiй y” визначенi на множинi точок i прямих площини.
Виразити через них предикати: “прямi x та y перетинаються”; “точки
x, y, z лежать на однiй прямiй”.

4 Нехай на множинi людей визначено пердикати: Б(x, y) =“x батько y”,
M(x, y) =“x мати y”, C(x, y) =“x син y”, D(x, y) =“x дочка y”.

5 На множинi натуральних чисел обрано такi атомарнi предикати:

S(x, y, z)=

{
1 при x + y = z,
0 при x + y 6= z,

D(x, y, z)=

{
1 при xy = z,
0 при xy 6= z.
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7. Записати в позначеннях P1, P2, P3 (див. завдання 6) твердження: “че-
рез кожну точку, що не лежить на данiй прямiй, можна провести тiльки
одну пряму, паралельну до даної”.

Варiант 2
1. Нехай предикати P (x), Q(x), R(x) визначено на множинi {a, b, c, d}
такими таблицями значень

x P (x) Q(x) R(x)
a 1 0 1
b 0 1 0
c 1 1 0
d 1 0 1

Побудувати таблицi значень предикатiв

a) ∀y ((P (x) ∨R(y))⇒∀zQ(z));
b) ∃y∀z(∀xP (x)⇒(R(y) ∧Q(z))).

3. Виразити через Б, M,C,D 6 такi предикати: “x сестра y”, “x вуйко y”,
“x та y двоюрiднi брати”, “x дiд y”.
4. Виразити через S, D 7 такi предикати над множиною N : а) “x ≤ y”;
б) “x:̇y ”; в) “x = 4”; г) “x ≡ y(mod 5)”.
5. Записати у виглядi формул в сигнатурi S та D з попередньої задачi
такi твердження: а) дiя додавання натуральних чисел асоцiативна; б)
множина простих чисел нескiнченна; в) сума непарних числел завжди
число парне.
6. Нехай предикати P1(x) =“x– точка”, P2(x) =“x– пряма”, P3(x, y) =“точка
x лежить на прямiй y” визначенi на множинi точок i прямих площи-
ни. Виразити через них предикати: “точки x, y лежать на прямiй, яка
паралельна до прямої z; “прямi x, y паралельнi”.
7. Записати в позначеннях P1, P2, P3 (див. завдання 6) твердження: “двi
прямi перетинаються не бiльше нiж в однiй точцi”.

Варiант 3
1. Нехай предикати P (x), Q(x), R(x, y) визначено на множинi {a, b, c}
такими таблицями значень

x P (x) Q(x)
a 1 1
b 0 1
c 1 0

R(x, y) :
x� y a b c
a 1 0 1
b 1 1 0
c 1 1 1

6див. примiтку 4 на стор. 42
7Див. примiтку 5 на стор. 42
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Побудувати таблицi значень предикатiв

a) ∃x (∀y (P (x)⇒R(x, y))⇔Q(z));
b) ∃y (P (x)⇔Q(y))⇒∃yQ(y);
c) (∀x (P (x) ∧ ∃z R(x, z)))⇒∃y Q(y).

3. Виразити через Б, M,C,D 8 такi предикати: “x племiнник y”, “x та y
двоюрiднi сестри”, “x бабуся y”, “y двоюрiдний дiд x”.
4. Виразити через S, D 9 такi предикати над множиною N : а) “x = y”;
б) “x, y – взаємно простi числа”; в) “x⇒3”; г) “x ≡ y( mod 3)”.
5. Записати у виглядi формул в сигнатурi S та D з попередньої за-
дачi такi твердження: а) для дiї множення натуральних чисел iснує
нейтральний елемент; б) якщо натуральне число має парну останню
цифру то воно дiлиться на 2; в) теорема про дiлення з остачею.
6. Нехай предикати P1(x) =“x– точка”, P2(x) =“x– пряма”, P3(x, y) =“точка
x лежить на прямiй y” визначенi на множинi точок i прямих площи-
ни. Виразити через них предикати: “прямi x, y, z перетинаються в однiй
точцi; “прямi x, y проходять через точки u, v i є парлельними”.
7. Записати в позначеннях P1, P2, P3 (див. завдання 6) твердження: “че-
рез кожнi двi точки можна провести тiльки одну пряму”.

Варiант 4
1. Нехай предикати P (x), Q(x), R(x, y) визначено такими таблицями
значень над множиною {a, b, c}

x P (x) Q(x)
a 1 0
b 1 1
c 0 0

R(x, y) :
x� y a b c
a 1 1 1
b 0 1 0
c 1 1 0

Побудувати таблицi значень предикатiв

a) ∃x ((∀xR(x, y)⇒P (y))⇔Q(x));
b) ∀x (∀x(P (x)⇒Q(y))⇒∃y R(x, y));

c) ∃x∃y (∀x (Q(x)⇒P (y)) ∨ ∃y R(x, y)).

3. Виразити через Б, M,C,D 10 такi предикати: “x, y тiтки z”, “x прадiд
y з боку матерi”, “x, y внуки z”, “x племiнниця y”.

8див. примiтку 4 на стор. 42
9Див. примiтку 5 на стор. 42

10див. примiтку 4 на стор. 42
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4. Виразити через S, D 11 такi предикати над множиною N : а) “z =
НСД(x, y)”; б) “x < 3 ”; в) “ 2 є найвищим степенем простого числа
на який дiлиться x”; г) “x ≡ y(mod 13)”.
5. Записати у виглядi формул в сигнатурi S та D з попередньої задачi
такi твердження: а) сума парних чисел є число парне; б) iснують як
завгодно великi промiжки натуральних чисел, що не мiстять простих
чисел; в) кожне просте число є сумою трьох квадратiв.
6. Нехай предикати P1(x) =“x– точка”, P2(x) =“x– пряма”, P3(x, y) =“точка
x лежить на прямiй y” визначенi на множинi точок i прямих площини.
Виразити через них предикати: “точки x, y та u, v лежать на паралель-
них прямих; “прямi x парлельна до прямої y i проходить через точку z
”.
7. Записати в позначеннях P1, P2, P3 (див. завдання 6) твердження: “як-
що будь-якi три з чотирьох точок лежать на однiй прямiй, то i усi чотири
точки лежать на однiй прямiй”.

Варiант 5
1. Нехай предикати P (x), Q(x), R(x, y) визначено на множинi {a, b, c}
такими таблицями значень

x P (x) Q(x)
a 1 0
b 1 1
c 0 0

R(x, y) :
x� y a b c
a 1 0 1
b 1 1 1
c 0 1 1

Побудувати таблицi значень предикатiв, якi визначенi формулами

a) ∃y (∀x (R(x, y)⇒P (x))⇔Q(x));
b) ∀x (R(x, y)⇒(P (x) ∨Q(y)))⇒Q(y);

c) ∃y ((∀xR(x, y)⇔Q(y))⇒P (y)).

3. Виразити через Б, M,C,D 12 такi предикати: “x i y племiнники z”, “x
прадiд y з боку батька”, “x бабуся y з боку матерi”, “x i y сестри”.
4. Виразити через S, D 13 такi предикати над множиною N : а) “z =
НСК(x, y)”; б) “x, y, z – пiфагорова трiйка чисел ”; в) “числа x, y є
єдиною парою простих дiльникiв числа z”; г) “x ≤ 5”.
5. Записати у виглядi формул в сигнатурi S та D з попередньої задачi
такi твердження: а) добуток парних чисел є число парне; б) сума

11Див. примiтку 5 на стор. 42
12див. примiтку 4 на стор. 42
13Див. примiтку 5 на стор. 42



46

довiльних двох непарних простих чисел є складеним числом; в) якщо
сума двох числе i один з доданка дiляться на 3, то i другий доданок
дiлиться на 3.
6. Нехай предикати P1(x) =“x– точка”, P2(x) =“x– пряма”, P3(x, y) =“точка
x лежить на прямiй y” визначенi на множинi точок i прямих площини.
Виразити через них предикати: “точки x, y та u, v визначають прямi,
що перетинаються; “ x – точка перетину прямих y та z ”.
7. Записати в позначеннях P1, P2, P3 (див. завдання 6) твердження: “як-
що кожна з двох прямих паралельна третiй, то вони паралельнi”.

Варiант 6
1. Нехай предикати P (x), Q(x, y), R(x, y) визначено на множинi {a, b, c}
такими таблицями значень
P (x) Q(x, y) R(x, y)
x P (x)
a 1
b 0
c 1

x� y a b c
a 1 1 0
b 0 1 0
c 0 1 1

x� y a b c
a 1 0 1
b 1 1 1
c 0 0 1

Побудувати таблицi значень предикатiв, якi визначенi формулами

a) ∀y (∃xQ(x, y)⇔R(x, y))⇒P (x);
b) ∀x (P (x)⇔∃y Q(x, y)) ∧R(x, y);

c) ∀x (∃y R(x, y) ∨Q(x, y))⇒P (y).

3. Виразити через Б, M,C,D 14 такi предикати: “x дiд y з боку матерi”,
“x, y онуки z”, “x, y i z брати”, “x двоюрiдна тiтка y”.
4. Виразити через S, D 15 такi предикати над множиною N : а) “x
кратне y”; б) “x, y мають однакову парнiсть”; в) “x = 0”; г) “x най-
менший простий дiльник ”.
5. Записати у виглядi формул в сигнатурi S та D з попередньої задачi
такi твердження: а) сума парного i непарного чисел є число непарне;
б) iснують такi простi числа p, що число p − 1 є повним квадратом;
в) множина пiфагорових трiйок чисел є нескiнченна.
6. Нехай предикати P1(x) =“x– точка”, P2(x) =“x– пряма”, P3(x, y) =“точка
x лежить на прямiй y” визначенi на множинi точок i прямих площи-
ни. Виразити через них предикати: “пряма x претинає пряму y в точцi

14див. примiтку 4 на стор. 42
15Див. примiтку 5 на стор. 42
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z; “пряма x проходить через точку перетину прямих y i z паралельно
прямiй u”.
7. Записати в позначеннях P1, P2, P3 (див. завдання 6) твердження: “як-
що кожнi три з чотирьох прямих перетинаються в однiй точцi, то всi
чотири прямi перетинаються в однiй точцi”.
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